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Introduccién

Teoria de Matrices aleatorias (RMT)
RMT desde la Fisica
RMT desde la estadistica
RMT desde la econometria

Transferencia de Entropia (TE)
TE desde la Fisica
TE desde la estadistica
TE desde la econometria

Correlaciones y Causalidad en el contexto de la Economia Conductual.



Motivacion

» ;Cudles son las leyes estadisticas que obedecen los cambios en los
precios? j Que tan suave son estos cambios? ; Que tan frecuente son los
saltos?

» ;Pueden ser predichos estos cambios? j Pueden ser predichas las caidas
de la bolsa?

» Estas son preguntas tratadas por matematicos, econometristas, y cada
vez mas por fisicos.



i Por qué los fisicos? jPor qué modelos de la fisica?

» Los procesos estocasticos son bien conocidos en fisica.

» La fisica estadistica describe el comportamiento complejo observado en
muchos sistemas fisicos en términos de las interacciones de sus
constituyentes.

» Las decisiones de inversién influyen en el precio, y a su vez estos cambios
influyen a la hora de tomar decisiones.



i Es posible mejorar nuestra comprensién econémica y
financiera mediante la fisica?
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i Es posible mejorar nuestra comprensién econémica y
financiera mediante la fisica?

» Mediante el entendimiento de fenémenos paralelos en la naturaleza:
» Difusién

terremotos

fenémenos de transicién

fluidos turbulentos

gases de electrones

etc.
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» Mediante el método matematico asociado
> La experiencia en modelacién de fendmenos en fisica

> ldentificaciéon de pardmetros, factores de causalidad, y estimacién de
ordenes de magnitud.

» Simplicidad en modelos cualitativos

» Corroboracién empirica utilizando datos reales.

» Aproximacién progresiva a la realidad incorporando nuevos elementos.

Nota: Existen excelentes especialistas.



Antecedentes Histdricos

> Isaac Newton (1642-1726): Perdi6 gran parte de su fortuna en la South
Sea Bubble

> Carl Friedrich Gauss (1777-1855): Dejo una fortuna de 170,000 taleros,
mientras que su salario era de 1000 taleros (rumores de haber derivado la
distribucién normal para calcular el riesgo predeterminado al dar
prestamos a sus vecinos.)

> Louis Bachelier (1870-1946): Tesis doctoral Theorie de la
Speculation (1900)
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Surgimiento de la caminata aleatoria

» Consideremos dos eventos mutuamente excluyentes Ay B, con
probabilidad p, g = 1 — p; respectivamente.

» La probabilidad de observar en m eventos, a realizaciones de Ay
b = m — a realizaciones de B estd dado por la distribucién binomial

m!

Pas(a,m—a) = (Z) pr(l—p)" = p’(1—p)"7 (1)

al(m— a)!
> ;Cual es el valor de p que maximiza P? Respuesta:
p=a/m=a=pmb=m—a=(1—p)m=gqgm

» Interpretacién financiera: El cambio de precio mds probable al paso m
esta dado por x, =a—b=m(p— q)x



» ;Cudl es la funcién de distribucién de los cambios en el precio?

L. Bachelier. Théorie de la Spéculation. Ann. Sci. Ecole Norm. Super., Sér. 3, 17, 21
(1900)
https://en.wikipedia.org/wiki/De_Moivre-Laplace_theorem



» ;Cudl es la funcién de distribucién de los cambios en el precio?
Respuestal Para m — 00, a — 00, con h = a — mp finita
1 h?

P(h) = e 2 (2)
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» ;Cudl es la funcién de distribucién de los cambios en el precio?
Respuestal Para m — 00, a — 00, con h = a — mp finita

1 h?
P(h)= —— e 2
(h) T (2)

» Asumiendo p =g =1/2, con h — x, y definiendo m = t/At,

H=\/2At/x ; e
PG = 7 exp (“ x ) 3)

t

Nota: El tiempo ahora es continuo

L. Bachelier. Théorie de la Spéculation. Ann. Sci. Ecole Norm. Super., Sér. 3, 17, 21
(1900)
https://en.wikipedia.org/wiki/De_Moivre-Laplace_theorem



Esta es la primera formulacién de la caminata aleatoria = movimiento
Browniano = proceso estocastico de Einstein-Wiener.



DAX vs. Lanzar una moneda

“A Random Walk down Wall Street
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Economia financiera y econofisica?
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Economia financiera y econofisica?

» Economia financiera: Se institucionalizé en la década de 1960

> Se volvieron mas accesibles las herramientas de la teoria moderna de la
probabilidad — axiomas de Kolmogorov (1930s); Teoria de portafolios de
Markowitz (1952); Teoria de mercado eficiente (Fama, 1965)

> Acceso a datos empiricos — surgimiento de la computadora en 1960.
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etc.) junto con las herramientas probabilistas en el andlisis de los
mercados financieros — cursos en la universidad, congresos, libros, etc.

» Econofisica: Surgio en la decada de 1990

> Nuevos resultados en la teoria moderna de la probabilidad — Aplicaciones
de los procesos de Lévy para caracterizar datos financieros con
distribuciones no-gaussianas (Mantegna, 1991).

» Nuevos datos empiricos — automatizacién de centros financieros con
datos en tiempo real de alta frecuencia (1990)

» Comienza a institucionalizarse desde la publicacién de Bouchaud and
Stanley (1999) — Physica A, Quantitative finance, Econophysics
colloquium (desde 2005), Programa de doctorado en la Universidad de
Houston (desde 2006). ..

2F. Jovanovic, C. Schinckus, J. Hist. Econ. Thought 35 (2013) 319
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» La ausencia de discusién entre los economistas financieros y los
econofisicos.

> La ausencia de hipétesis econémicas.
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Correlaciones entre Mercados Financieros

Los movimientos de conjuntos de acciones en el mercado estan
correlacionados.

>

Es comdin observar periodos en la que todas las acciones se mueven en
conjunto a la alza o la baja.

En algunos periodos los sectores financieros se mueven unos respecto a
otros como resultado de cambios estructurales: en la posesién de la
acciones o debido a factores psicoldgicos.

iPueden cuantificarse las correlaciones entre diferentes acciones, entre
acciones y el indice del mercado, etc.?

Conocer estds correlaciones es un prerrequisito para la optimizacién del
riesgo en un portafolio de inversion.

Estas correlaciones son dificiles de obtener.



Matriz de Correlacion

Las correlaciones entre los precios o retornos de dos activos financieros /,j de
horizonte temporal T, se miden a través de la matriz de correlacién

Ci,j _ <[651(t) - <6sl(t)>][5sj(t) - <6sj(t)>]> _ %Zés;(t)éj(t), (4)

gig;j




Matriz de Correlacion

Las correlaciones entre los precios o retornos de dos activos financieros /,j de
horizonte temporal T, se miden a través de la matriz de correlacién

Cij=

([65i(t) — (8SNBS(£) — (BS;(EN]) 1 &
- 7;&;@)5]@), (4)

gig;j

donde
(i) Serie de tiempo de los retornos (logaritmicos) del precio de un activo
S(t) sobre la escala temporal 7

o5t = e (515 ) = H0g 2 )

(i) Serie de tiempo de los retornos estandarizados (u = 0, 02 = 1)
95(t) — (95(t))
VUBSE)P) — (35(1))

os(t) =
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Efecto de tamano de muestra

Para el caso de dos series de tiempo no correlacionadas ds; y sy, cada una de
longitud T

CLQ = 552 (7)

HM‘!

(i) Asumiendo (de teoria de la medida) que la suma y producto de variables
aleatorias es una variable aleatoria, C;; es la suma de T variables
aleatorias con media cero.

(i) Mds alld de la ausencia de correlaciones (por construccién) entre las dos
series de tiempo, para T finita, (i » es una variable aleatoria diferente de
cero.

(iii) G2 viene de una distribucién con u=0y o =1/vVT = G2 — 0,
cuando T — .

(iv) El valor finito de T produce un noise dressing del coeficiente de
correlacion.
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» Considere la matriz M, compuesta de N series de tiempo de longitud T.

> La matriz de correlacién se define como C = +MMT
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Fig. 5.26. Noise dressing of a correlation matrix. The correlation matrix of 40
uncorrelated time series is shown for a length of 10 steps (left panel) and 1000 steps
(right panel)

» Para T =10, C; ~ N(1,048) Yy Ci,j (I 75]) ~ N(O, 32)
» Para T = 1000, la media es la misma, pero las desviaciones estandar han
decrecido por un orden de magnitud.

> Moraleja: se requiere T > N para producir matrices de correlacién con
significancia estadistica
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iy las matrices aleatorias?

La teoria de matrices aleatorias (RMT), predice que la distribucién de
probabilidad conjunta de los eigenvalores A de una matriz aleatoria (con las
mismas caracteristicas que C) sigue la densidad

P(>\) o Q \/(Amax - )‘)()‘ - )‘min)7 (8)

" 27102 A

max _ 2 l \/T
mln_0(1+Q:l:2 Q)’ (9)

siendo

donde Q = T/N > 1.



Trabajo de referencia en Econofisica
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Fig. 5.27. Density of eigenvalues of the correlation matrix of 406 firms out of the
S&P500 index. Daily closing prices from 1991 to 1996 were used. The dotted line is
the prediction of random matrix theory. The solid line is a best fit with a variance
smaller than the total sample variance. The inset shows the complete spectrum
including the largest eigenvalue which lies about 25 times higher than the body
of the spectrum. By courtesy of J.-P. Bouchaud. Reprinted from L. Laloux et al.:
Phys. Rev. Lett. 83, 1467 (1999), ©1999 by the American Physical Society
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Antecedente desde la Fisica Matematica

La teoria de matrices aleatorias es un nuevo tipo de mecanica estadistica,
donde en lugar de tener un ensemble de estados gobernados por el mismo
hamiltoniano, se tiene un ensemble de hamiltonianos gobernados por la misma
simetria.

>

>

Introducida en estadistica matematica por Wishart en 1928.

Muchos matematicos trabajaron después por interés puramente tedrico.

» En 1935 Elie Cartan clasifica los ensembles segtin la simetria que se

conserva (en francés).

El primer libro que contiene los resultados matemdaticos mas relevantes lo
publicé L. K. Hua en 1958 (en chino).

En la década de 1950 Wigner la utiliza para tratar con los eigenvalores y
eigenvectores de sistemas cuanticos complejos de muchos cuerpos.

F.J. Dyson y M.L. Mehta hicieron célculos analiticos (1960).

Mehta publicé en 1967 un libro con las principales técnicas desarrolladas
hasta ese momento.

Conjetura de caos cudntico, se publicé en un articulo de Bohigas,
Giannoni y Schmidt en 1984.
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Ensembles Clasicos

> Para sistemas con invariancia ante inversién temporal y simetria
rotacional, la matriz hamiltoniana H se puede elegir real y simétrica

H=HT. (10)

» Para los sistemas sin invariancia ante inversién temporal, las matriz H es
hermitiana

H=H" (11)

> Para los sistemas con invariancia ante inversién temporal con espin 1/2 y

sin simetria rotacional, el hamiltoniano se escribe en términos de las

matrices de Pauli o
3

Homh =iy Hoy, (12)
y=1

donde HO es simétrica y H” son antisimétricas.
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Propiedades

» La densidad de probabilidad de encontrar una matriz particular dentro de
uno de estos ensembles estd dada por

Pns(H) x e~ 7 T(H) (13)

> Las propiedades de simetria y las funciones de peso Png(H) son
invariantes bajo transformaciones ortogonales (5 = 1), unitarias (8 = 2),
y simplécticas ( S = 4) del hamiltoniano.

> A estos ensembles se les conoce como GOE, GUE y GSE.

» Cada miembro Hg puede representarse en la forma
Hs = VEV1, (14)
donde E matriz de eigenvalores y V matrices ortogonales, unitarias o
simplécticas (dependiendo de si 3 =1, 2 0 4).

= Al medir propiedades estadisticas de los ensembles la distribucién de los
eigenvalores es independiente de los eigenvectores.



Ejemplo: Derivacién GOE

Teorema

Suponga que H = (A+ AT)/2 es una matrix N x N, donde los elementos A;
son variables aleatorias reales i.i.d. ~ N(0,1). Entonces, cuando N — oo la
funcién de densidad espectral de H converge (a.s.) a la ley del semicirculo de

Wigner:
px) = 2v/2 =2 (15)

3

Semicircle
N A — GOE
GUE
— GSE

Eo3
U
0.2 1 "\i
| \\
// \\\\
0.1 /] \
/' / \\\
0 //,/ S
-2 15 1 0.5 0 0.5 1 15 2

Figura: N =8
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Ensemble de Wishart-Laguerre

Teorema

Suponga que A es una matrix N x T, donde los elementos A; j son variables
aleatorias reales i.i.d. ~ N(0,1). Entonces, cuando N, T — oo, tal que

+ — v € (0,1] la funcion de densidad espectral de W = T~*AAT

converge (a.s.) a la ley Marcenko-Pastur:

\/(Xmax - X)(X - Xmin) (16)

plx) = 2wyx ’

donde
Xpe = (1£ 7). (17)



Clasificacidon de ensembles de matrices aleatorias

Independent Gaussian Rotational

Entries Ensembles invariance

plH) o T, fi(Hii) Tlic; fis (Hij) p[H] = p[UHU Y]
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Test para el valor propio mds grande

» Suponga que en una muestra de n = 10 observaciones con distribucién
N10(0, X), encontramos que A\; = 4.25

» ;El valor observado es consistente con ¥ =1, adn y cuando cae fuera del
suporte [0,4]?

» En estadistica, estamos probando la hipétesis nula Hyp : ¥ =1 contra
Ha: X #A1L

> Se necesita una hipdtesis nula para la distribucién muestral del valor
propio mas grande:

P{A1 > t: Hy ~ W,y(n, 1)} (18)
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Distribucién Tracy-Widow

Resultado

Asuma que Hy ~ Wy (n,1), que p/n — ~ € (0,00), y que M1 es el valor propio
mas grande de Hyu = A\u. Entonces, la distribucion del valor propio mas
grande se aproxima a una de las distribuciones Tracy-Widow Fg:

P{”j\l < pnp + Tnps|Ho} — Fa(s) (19)

1/3
donde jinp = (v/n + \/15)2 Onp = Hnp (# + %) ‘

» Existen formulas elegantes para las funciones de distribucién:
o0 o0
Fa(s) = exp (— [7(x — s)?q(x)dx), FZ(s) = Fa(s)exp (— [ q(x)dx)
» En términos de la solucién para g de la ecuacién diferencial no-lineal de

segundo orden (Painlevé Il):
q" = sq+2q3, q(s) ~ Ai(s) cuando s — oo.



05 Distribuciones Tracy-Widow

— beta=1
— beta =2

0.4

0.3}

densidad

0.2

0.1}

0.0

En el caso de anélisis de datos es una funcién especial como la gaussiana.



Aproximacién de 2do orden 3

Para aplicaciones reales en estadistica es importante considerar el caso en que

p, n no son muy grandes.

La convergencia O(p~*/3) — O(p~2/3)

Nl

—
(NIt

n—

donde ji,p = (w/n—é—f—\/p—%)z,anp:unp(

3El Karoui, N., A rate of convergence result for the largest eigenvalue of complex white

Wishart Matrices. Ann. Probab. 34 (2006), 2077-2117.
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Regresando a nuestro ejemplo

iA1 = 4.25 es consistente con Hp : ¥ =1, cuando n = p =107

Utilizando la aproximacién de 2do orden, la distribucién de Tracy-Widow nos
dice que existe un 6 % de probabilidad de observar un valor
A1 > 4.25 (aunque no se presente ninguna estructura).

Comparando con el benchmark del 5%, no existe evidencia suficiente para
rechazar la hipétesis nula.

Surgg una pregunta inmediata acerca del test:
iP{A1 > t: W,(n,X)}, cuando ¥ #1?

iQue tan alejado de 1 debe estar A,.(X) antes de que Hp sea rechazada?



Mas alld de la hipdtesis nula

iBajo que condiciones sobre ¥ la aproximacién Tracy-Widow sigue siendo

vélida? )
P{nA1 < finp + onps|Ho} — Fi(s) (21)

iModificando (i, y 0pp se puede reflejar la estructura de X7



Mas alld de la hipdtesis nula

iBajo que condiciones sobre ¥ la aproximacién Tracy-Widow sigue siendo

vélida? )
P{nA1 < finp + onps|Ho} — Fi(s) (21)

iModificando (i, y 0pp se puede reflejar la estructura de X7
» Desde la teoria de la estadistica multivariada apenas hemos tocado la
superficie con los ensembles cldsicos de RMT.



Mas alld de la hipdtesis nula

iBajo que condiciones sobre ¥ la aproximacién Tracy-Widow sigue siendo

vélida? )
P{nA1 < finp + onps|Ho} — Fi(s) (21)

iModificando (i, y 0pp se puede reflejar la estructura de X7
» Desde la teoria de la estadistica multivariada apenas hemos tocado la
superficie con los ensembles cldsicos de RMT.
» Sélo hemos analizado la situacién en que X no tiene estructura.



Mas alld de la hipdtesis nula

iBajo que condiciones sobre ¥ la aproximacién Tracy-Widow sigue siendo
vélida?
P{nA1 < pinp + onps|Ho} — Fa(s) (21)
iModificando (i, y 0pp se puede reflejar la estructura de X7
» Desde la teoria de la estadistica multivariada apenas hemos tocado la
superficie con los ensembles cldsicos de RMT.
» Sélo hemos analizado la situacién en que X no tiene estructura.
> Las aplicaciones (econometria) en general necesitan una estructura
especifica de X.



Mas alld de la hipdtesis nula

iBajo que condiciones sobre ¥ la aproximacién Tracy-Widow sigue siendo
vélida?
P{nA\1 < finp + Tnps|Ho} — Fa(s) (21)
iModificando (i, y 0pp se puede reflejar la estructura de X7
» Desde la teoria de la estadistica multivariada apenas hemos tocado la
superficie con los ensembles cldsicos de RMT.
» Sélo hemos analizado la situacién en que X no tiene estructura.
> Las aplicaciones (econometria) en general necesitan una estructura
especifica de X.
» En estadistica de alta dimensionalidad la variacién de los datos se modela
al suponer una sefial de baja dimensionalidad oculta en ruido de alta
dimensionalidad.



Mas alld de la hipdtesis nula

iBajo que condiciones sobre ¥ la aproximacién Tracy-Widow sigue siendo
vélida?
P{nA\1 < finp + Tnps|Ho} — Fa(s) (21)
iModificando (i, y 0pp se puede reflejar la estructura de X7
» Desde la teoria de la estadistica multivariada apenas hemos tocado la
superficie con los ensembles cldsicos de RMT.
» Sélo hemos analizado la situacién en que X no tiene estructura.
> Las aplicaciones (econometria) en general necesitan una estructura
especifica de X.
» En estadistica de alta dimensionalidad la variacién de los datos se modela
al suponer una sefial de baja dimensionalidad oculta en ruido de alta
dimensionalidad.

» Si ademds se asume una estructura aditiva, entonces se busca describir
los datos en términos de un modelo de factores.
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Modelo de covarianza spiked *

Asuma que
T = diag(hs. . A, 02, -, 02) (22)

donde A\; > -+~ > Ay >02 >0,y p/n—~ € (0,00).
Por simplicidad sea M = 1, y 02 = 1, y consideremos datos complejos (a+ib).

Se ha encontrado una transicion de fase dependiendo del valor que tome
A1 (Baik et. al., 2006):

(i) Si A1 <1+ ,/7, entonces

o F i 1
PG - p)fo 52 STV (23)
F2 SI )\1 =1+ ﬁ

donde = (14 3P, 0 = (1+y3) (14 v77T)

41. Johnstone, On the distribution of the largest principal component, Ann. Statist. 29
(2001) 295-327.



(i) Si Ay > 14 /7, entonces
(s = u(n))/7 (M) % N(0,1) (24)
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(i) Si Ay > 14 /7, entonces

n2(% — p(A1))/o (M) % N(O,1) (24)

donde p(A1) =\ (1 + ,\17_1): o?(M) = A3(1 - o)

Consecuencias:

1. En el valor de A\; =1+ /7 existe una transicién de la distribucién
Tracy-Widow a la Normal para M.

2. El punto critico cae dentro de soporte de la distribucién de
Marcenko-Pastur, cuya cota superior es (1 + \/,7)2
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Teoria del Arbitrage (APT)

APT modela los valores esperados de los retornos como una funcién lineal de
un ndmero determinado de factores.

Es practica usual determinar el nimero y magnitud de estos factores mediante
PCA.

En 1989 S. J. Brown calibré datos historicos de NYSE con 4 factores
independientes.

En este modelo el retorno al tiempo t de la accién k esta dado por:

4
Rkt:Zbkiﬁt+ekt7 k:]-a"'vKat:]'""’TV (25)

i=1

donde se asume b ~ N(B,0%), f ~ N(0,0%2), y e ~ N(0,02), independientes
unos de otros.
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La matriz de covarianza del proceso tiene la forma dada por el modelo Spiked
con M = 4. En este caso especifico

N\ = pod(os +4B6n) + o2, j=1,...,4 (26)

» )1 es el valor dominante
> \> = A3 = )4 son valores comunes

» \s = 02 es el valor base



Inconsistencia PCA

Uno esperaria recuperar la estimacién de las \'s

Para p € [50,200] cuando T = 80 (simulado 300 veces)

X

aoTf

oosf

oo

o

noaf

nozf

am

« Population eigenvalue 1

1 Population eigenvalues 2-4
S A ———

| Maréenko-Pastur limit

ase transition

L L .
50 Toa 50 )

p = # securities

p = # securities



Eigenvalues

Explicacién de Harding(2008):

0.18 T

0.16 b
Analytic expectation of sample eigenvalues

0.14

0.12 Mean of sample eigenvalue:

0.1
Largest
Eigenvalue
0.08
0.06
0.04
0.02

Marcenko-Pastur
Bound

All other
eigenvalues
L

Population eigenvalue

100 150
Portfolio sample size (N)

200

No es posible identificar los
factores K = 2,3,4 ya que se
encuentran en el régimen

equivocado de a2(1+ /p/T).

Estos valores caen dentro del
régimen de ruido
idiosincratico (Marcenko-Pastur).

La estimacién por PCA sélo
revela el factor del mercado.

Para este ejemplo
Tomin(p = 50) & 40,000 (120
afios de datos diarios).

se necesita el uso de correcciones
sesgadas debido a la finitud de
las muestras.
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El potencial de la Probabilidad libre en la modelacién
econométrica

Veamos una metodologia para extraer las correlaciones entre dos conjuntos de
datos de diferente tamafio (alta dimensionalidad)

» Considere las matrices de datos X y Y construidas de M y N series de
tiempo, respectivamente

» Considere el par {\, V} de cada matriz de datos para definir el nuevo
conjunto de series no-correlacionadas: X'y Y

» La matriz de correlacidon Gy« entre estas variables estd dada por

-
(G = VieKie = VX, (27)
i=1
donde )A(at = \/% Zb VapXpe, y de manera similar para Y.

» El valor singular mas grande s,,.x ¥ sus correspondientes vectores Ly R
nos dicen como construir el mejor par de variables
predictoras-predichas (dados los datos).
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En el limite N, M, T — oo la funcién de densidad de s esta dada por >:

RV(s? — 1)+ — 52)
7ws(1l — s2) ’
(28)

p(s) = max(1—n,1—m)o(s)+max(m+n—1,0)6(s—1)+

donde v+ = n+m—2mn=+2y/mn(1—n)(1—m),yn=N/T, m=M/T.

Esta densidad es el benchmark de ruido debido a la finitud de los datos (sin
estructura), mds alld de esta cota existen correlaciones genuinas
(considerando la correccién muestral de orden T—2/3).

5J.P. Bouchaud, L. Laloux, M. Miceli, M. Potters, The European Phys. Journ. B 55, 201
(2007)



Conjunto de cryptmonedas predictor-predicho: N =200, M = 50
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i Pero como se derivan estos resultados?®

Probabilidad Clasica

Probabilidad no-conmutativa (FRV)

Funcién caracteristica gx(z) =

<eizx>

Funcién de Green: Gy(z) = % <Trz L
Transformacién M: M(z) = zG 1

Independencia

H(z) -
Libertad (freeness)

Suma de r.v.

El logaritmo es aditivo
r«(z) = log g«(2)
rX1+X2(Z) = er(z) + er(Z)

Suma de f.r.v.

La funcién de Blue es aditiva
GH(BH(z)) = Bu(Gh(z)) = z
BH1+H2(Z) = BH1 + BHz(Z) -1

Multiplicacién de r.v.
Se reduce al problema aditivo

Mapeo exponencial
eXlee — gxitx

Multiplicacién de f.r.v.

La transformacién N
Mu(Nu(2)) = Nu(Mn(z)) = z
NH1H2(Z) = ﬁNM(Z)NHz(Z)

6D.V. Voiculescu, J. Oper. Theory 18, 223 (1987)




i Pero como se derivan estos resultados?®

Probabilidad Clasica

Probabilidad no-conmutativa (FRV)

Funcién caracteristica gy(z) =

(&)

Funcién de Green: Gy(z) =
Transformacién M: M(z) =

%<Trz
zG,

H(z) -

1
—H
1

Independencia

Libertad (freeness)

Suma de r.v.

El logaritmo es aditivo
r«(z) = log g«(2)
rX1+X2(Z) = er(z) + er(Z)

Suma de f.r.v.

La funcién de Blue es aditiva
GH(BH(z)) = Bu(Gh(z)) = z
BH1+H2(Z) = BH1 + BHz(Z) -1

Multiplicacién de r.v.
Se reduce al problema aditivo

Mapeo exponencial
eXlee — gxitx

Multiplicacién de f.r.v.

La transformacién N
Mu(Nu(2)) = Nu(Mn(z)) = z
NH1H2(Z) = ﬁNM(Z)NHz(Z)

Nota: La independencia mutua de todas las entradas de dos matrices no es
suficiente para destruir todas las posibles correlaciones angulares entre las dos

bases.

6D.V. Voiculescu, J. Oper. Theory 18, 223 (1987)
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Transferencia de Entropia

El estudio de correlaciones es (til para determinar cudles son los mercados que
se comportan mds similares. Sin embargo, no podemos establecer una relacién
de causalidad o influencia entre ellos dado que la accién de una variable sobre
otra no es necesariamente simétrica.

» La transferencia de entropia es una medida dindmica y no simétrica, la
cual fue desarrollada inicialmente por Schreiber (2000), y estd basada en
conceptos relacionados con la entropia de Shannon (1948).

» Esta medida fue disefiada para determinar la direccionalidad de la
transferencia de informacién entre dos procesos, al detectar la asimetria
entre sus interacciones.

» Existen estudios que la relaciona con la flecha del tiempo en
termodindmica.

» La transferencia de entropia se reduce al test de causalidad de Granger
para un modelo auto-regresivo.
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Fundamentos desde la Fisica Estadistica

La fisica estadistica consiste en el estudio de las leyes que gobiernan el
comportamiento y propiedades de objetos macroscépicos.

» Supongamos que deseamos acomodar N objetos distintos en n cajas. Si
denotamos como n; al nimero de particulas en la caja /, el factor de peso
W de la configuracién Ny, Ny, ..., N,, con 27:1 N; = N, esta dado por

— N!
W= NiINa L N, !

» En ausencia de cualquier otra restriccién fisica, la configuracién mas
probable es aquella que maximiza W, lo cual sucede cuando
N1:N2:---:N/n.

» En la mecdnica estadistica cldsica los objetos son particulas y las cajas
representan elementos de igual volumen, con energia ¢; asignada a cada
caja i.
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Ensemble Microcandnico

Si consideramos los sistemas en donde el niimero total de particulas N y de
energia E son constantes:

ZN(/):N

y (29)
> e(i)N(i) = E,
i=1
» Cuando N > 1, las lnicas cantidades fisicas relevantes para una
descripcién termodindmica son N, E y el volumen total.
» La configuracién con el maximo factor de peso W esta dada por la
expresion de Maxwell-Boltzmann
N; = e @ Pa (30)

donde «, 3, son los multiplicadores de Lagrange dadas las constricciones
del sistema.



Entropia de Boltzmann

Este resultado puede ser reescrito en términos de la entropia de Boltzmann
n
s=—kg > p(i)log p(i) (31)
i=1

donde p(i) = N;/N es la fraccién de particulas (o la probabilidad de encontrar
a una particula) en la caja i, con las condiciones

> op()=1
" (32)

S eliypli) = €

i

donde € es el promedio de la energia sobre todas las cajas o estados i, y
p(i) = e=*=P<() maximiza la entropia.



Entropia de Shannon

Esta definicién de entropia termodindmica puede ser generalizada mds alla del
contexto de la fisica estadistica, y ser asignada a una distribucién de

probabilidad arbitraria p(i), i =1,...,n, en cuyo caso se le denomina entropia
de Shannon o entropia de la informacién ( = —5)
n
S=-p(i)logp(i) (33)
i=1
@ ®
| | | | | | | | | | | | | | | | |
[ | I I I 1
1 2 i n 1 2 1 7

Figura: (a) distribucién de minima informacién. (b) distribucién de maxima

informacioén.
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» Para una variable aleatoria discreta / con distribucién de probabilidad
p(7), donde i denota los diferentes valores que la variable / puede tomar,
el nimero promedio de bits requeridos para codificar de manera éptima
las realizaciones independientes de la distribucién de / esta dado por la
férmula de Shannon.

» Para medir el flujo de informacién entre dos procesos, la entropia de
Shannon combina con los conceptos de la distancia de
Kullback-Leibler (1951) asumiendo que los procesos subyacentes
evolucionan en el tiempo como un proceso de Markov.

» La propiedad de Markov implica que la probabilidad de observar / al
tiempo t + 1 en el estado /, condicionado sobre las k previas
observaciones esta dado por

p(it+1|ita s "tfk+1) = p(it+l|it7 cees itfk)- (34)



» El nimero promedio de bits necesarios para codificar un estado adicional
del sistema si todos los estados previos son conocidos, estd dado por la

tasa de entropia

donde I(k

)

hy = Sy —

(it)...

) it*k“’l)

E plitt1, /t

MY1og plica]i),

(35)
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» El nimero promedio de bits necesarios para codificar un estado adicional
del sistema si todos los estados previos son conocidos, estd dado por la
tasa de entropia

hi = Sy — Sy = > pllies1, i) log p(ir+1i{), (35)

(k) _ - .
donde iy = (ipy ..y ft—k+1)

> En el caso bivariado, el flujo de informacién del proceso J al proceso I es
medido al cuantificar la desviacidn del proceso generalizado de Markov

plies1lit, j) = plivsa i) (36)

> Por otro lado, dada la la distribucién de probabilidad p(/), el valor
excedente de bits que son codificados al utilizar una distribucién diferente
q(i), esta dado por entropia de Kullback-Leibler:

K =3 () log 2. (37)
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Combinando los elementos anteriores, obtenemos la Transferencia de
Entropia (Schreiber, PRL, 2000)

()
feg1 |l
Tk, 1) ZP AN ))|0gw7 (38)
Picslit)

» La estimacién de TE estd cominmente sesgada debido a efectos de la
finitud de la muestra.

» Marschinski y Kantz (2002) proponen la transferencia de entropia
efectiva para lidiar con este problema

ETJ—>/(k7 I) = TJ—>/(k’ /) - TJshuff/ed%/(k’ /) (39)

> T)uma—i(k, 1) — 0 cuando t — oo, por lo que cualquier valor diferente
de cero es debido a efectos finitos de la muestra.

» Para obtener un estimador consistente, este procedimiento se repite
muchas veces y se resta el valor promedio de T, .., —i(k,1) a T, (k,1).
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Significancia estadistica

Una manera de medir la significancia estadistica es a través de Markov block
bootstrap (Dimptfl y Peter, 2013).

» Al contrario del shuffling, esta técnica preserva las dependencias de los
procesos originales.

» Los bloques del proceso J son reordenados aleatoriamente para formar
series de tiempo sintéticas, las cuales preservan las dependencias de J,
pero eliminan las dependencias estadisticas entre los procesos J y /.

> Al repetir este procedimiento se produce la distribucién de TE, estimada
bajo la hipdtesis nula de ausencia de flujo de informacién de J a /.

> El p-value asociado a Hy : T4 esta dado por 1 — g7, donde §re
denota el cuantil de la distribucién simulada que corresponde a la
estimacién original de TE.
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Estimacidn discreta

La estimacién de TE estd basada en datos discretos.

» Cuando los datos no tienen estructura discreta, una manera de usar este
estimador es recodificar los datos simbdlicamente.

» Denote los bordes de las n cajas q1,q,...,qn, donde g1 < g0 < -+ < qp,
y considere la serie de tiempo y;. Los datos son recodificados como

1 si nws<aq
2 st <y <q
Se=4: : (40)
n—1 si g1 <y:<qn
n st Yt > qn
> Los valores de y; son remplazados por un entero (1,2,...,n) de acuerdo

a la relacién que guarda S; con el intervalo especificado por los bordes
inferior y superior g1, q,.



Ejemplo en R
Consideremos una relacién lineal entre dos variables aleatorias X y Y

Xt = 0.2Xt71 + Ex,t

Ye =Xt—1+ €yt

donde ey ¢,¢,+ ~ N(0,1).

(41)



Ejemplo en R
Consideremos una relacién lineal entre dos variables aleatorias X y Y

Xt = 0.2Xt71 + Ex,t

Ye =Xt—1+ €yt

donde ey ¢,¢,+ ~ N(0,1).
>library(RTransferEntropy)

set.seed(12345)

n <- 2500

x <- rep(0, n + 1)

y <~ rep(0, n + 1)

for (i in 2:(n + 1)) {
x[i] <- 0.2 * x[i - 1] + rnorm(1, 0, 1)
y[il <- x[i - 1] + rnorm(1, 0, 1)

}

x0 <- x[1:n-1]
yO <- y[1:n-1]
x1 <- x[2:n]
y1 <- y[2:n]

(41)
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>library(future)
>plan(multiprocess)
>shannon_te <- transfer_entropy(x, y)

Shannon’s entropy on 8 cores with 100 shuffles.
x and y have length 2501 (0 NAs removed)
[calculate] X->Y transfer entropy

[calculate] Y->X transfer entropy

[bootstrap] 300 times

Done - Total time 4.43 seconds



>summary (shannon_te)
Shannon’s Transfer Entropy

Coefficients:

te ete se p-value
X->Y 0.0932985 0.0900503 0.0013 <2e-16 **x*
Y->X 0.0024552 0.0000000 0.0012 0.69

Signif. codes: O “**%*’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ °> 1

Bootstrapped TE Quantiles (300 replications):

Direction 0% 257, 50% 75% 100%
X->Y 0.0007 0.0023 0.0031 0.0039 0.0079
Y->X 0.0008 0.0022 0.0031 0.0038 0.0094

Number of Observations: 2501
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Relacién con Causalidad Granger

La causalidad de Granger estd basada en la premisa de que la causa precede el
efecto, y que la causa contiene informacién lnica acerca del efecto, y por lo
tanto no se encuentra en otra variable.

» Considere el caso bivariado de dos procesos estocdsticos conjuntamente
estacionarios X;, Y;

(Xeo oo Xewns Yoo, Yern) 2 (Xos s X, Yoo, Ya)

(42)
Cxy(h) = Cov(Xt, Yesn) = Cov(Xo, Ya)

> Sea F (xt|x§f)1,y(i)1> la funcién de distribucién de la variable objetivo X
condicionada en la historia conjunta (k,l) de Xt(f)l, Yt(i)l.

> Sea F (xt|xt(5)1) la funcién de distribucién de X condicionada sélamente
a su propia historia (k).

» Entonces, se dice que la variable Y causa en el sentido de Granger a la
variable X (con rezagos k, /) si y sélo si:

F (Xt|X§5)17y§l_)1) #F (xt|xt(f)1) . (43)
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En

otras palabras:

Y causa en el sentido de Granger a X, si y sélo si X (condicionada en su
propia historia) no es independiente de la historia de Y.

>

>

La conexién con Transferencia de Entropia: TY%X #0.

La transferencia de entropia se puede considerar un test estadistico no
paramétrico de la idea general de la causalidad de Granger.

La idea operacional de la formulacién de Granger estd basada en la
modelacién VAR

Consideremos los siguientes modelos VAR (para procesos estacionarios
X, Yi)

Xe=AXeo1+ -+ AXe—k + BLYeo1 + -+ - + B e + ¢(completo)

Xe = A Xe1+ -+ A Xk +¢,  (reducido)
(44)

donde los pardmetros del modelo son las matrices de coeficientes
Aj, Bj, Al; ¢, ¢} son los residuos serialmente no correlacionados, y se
tienen las matrices de covarianza X = ¢(&;), X’ = ¢(¢}).



Estadistico de Granger

El estadistico de Granger cuantifica el grado en el que modelo completo da
una mejor prediccién de la variable objetivo en relacién al modelo reducido.

7J. Geweke. Measurement of linear dependence and feedback between multiple time
series. J. Am. Stat. Assoc., 77(378):304-313, 1982 (Mejor resultado que R2)
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Estadistico de Granger

El estadistico de Granger cuantifica el grado en el que modelo completo da
una mejor prediccién de la variable objetivo en relacién al modelo reducido.

» Una forma conveniente de medir este estadistico es a través de la

definicién”:
F(k,l) =/ |Z/| 45
YoX = Og7|z| ) (45)
donde | - | denota el determinante de la matriz.
» La otra aproximacidn es a través de la maxima verosimilitud:
> Fy_.x es el estadistico de la relacién de verosimilitud logaritmica del
modelo completo bajo la hipdtesis nula
H0131232:~-~:B/:0. (46)

Hy se interpreta como no-causalidad de Granger.

7J. Geweke. Measurement of linear dependence and feedback between multiple time
series. J. Am. Stat. Assoc., 77(378):304-313, 1982 (Mejor resultado que R2)



Equivalencia con Transferencia de Entropia®

Teorema

Si los procesos conjuntos X;, Yy son gaussianos (si cualquier subconjunto
finito {Xy,, Yy, : (t1,t2) € S} de las variables ~ Na(u, 0?)), entonces existe
una equivalencia exacta entre la causalidad de Granger y el estadistico de
transferencia de entropia:

k.l 1 (ks
T\(/—>)X = EF\(/—>)X' (47)

8L. Barnett, A. B. Barrett, and A. K. Seth. Granger causality and transfer entropy are
equivalent for Gaussian variables. Phys. Rev. Lett., 103(23):238701, 2009.



Equivalencia con Transferencia de Entropia®

Teorema

Si los procesos conjuntos X;, Yy son gaussianos (si cualquier subconjunto
finito {Xy,, Yy, : (t1,t2) € S} de las variables ~ Na(u, 0?)), entonces existe
una equivalencia exacta entre la causalidad de Granger y el estadistico de
transferencia de entropia:

k.l 1 (ks
T\(/—>)X = EF\(/—>)X' (47)

» Existen generalizaciones para una clase muy general de modelos
predictivos en el marco de ML (Barnett, 2012).

Puente entre la inferencia causal de datos bajo enfoques autoregresivos y de
teoria de la informacién.

8L. Barnett, A. B. Barrett, and A. K. Seth. Granger causality and transfer entropy are
equivalent for Gaussian variables. Phys. Rev. Lett., 103(23):238701, 2009.



Causalidad de Granger vs. Transeferencia de Entropia



Causalidad de Granger vs. Transeferencia de Entropia

> Granger

1.

Se ajusta a los datos

2. Se extiende al andlisis de datos funcionales.
3.
4. Existe una coleccién conocida de distribuciones muestrales tedricas para

Dentro de VAR es mds facil y eficiente la estimacién de los pardmetros

realizar la inferencia estadistica.



Causalidad de Granger vs. Transeferencia de Entropia

> Granger

1.

2.
3.
4.

Se ajusta a los datos

Se extiende al andlisis de datos funcionales.

Dentro de VAR es mds facil y eficiente la estimacién de los pardmetros
Existe una coleccién conocida de distribuciones muestrales tedricas para
realizar la inferencia estadistica.

» ;Por que usar entonces la transferencia de entropia

1.

2.
3.
4.

Para datos altamente no-lineales y no-gaussianos.
Cuando se tenga un componente grande de MA.
Datos integrados fraccionariamente

Cuando se presente alta heterocedasticidad



Causalidad de Granger vs. Transeferencia de Entropia

> Granger

1. Se ajusta a los datos

2. Se extiende al andlisis de datos funcionales.

3. Dentro de VAR es mas fécil y eficiente la estimacién de los pardmetros

4. Existe una coleccién conocida de distribuciones muestrales tedricas para
realizar la inferencia estadistica.

» ;Por que usar entonces la transferencia de entropia

1. Para datos altamente no-lineales y no-gaussianos.

2. Cuando se tenga un componente grande de MA.

3. Datos integrados fraccionariamente

4. Cuando se presente alta heterocedasticidad

» Sintesis:

1. Para procesos no-gaussianos, la transferencia de entropia y la causalidad
de Granger simplemente no estdn midiendo lo mismo.

2. Si la intencién es explicitamente medir el flujo de informacién, en lugar de
la causalidad a la Granger, debemos usar la transferencia de entropia.



Ejemplo en R

Consideremos una relacién no-lineal entre las variables aleatorias X y Y:

Xt = 0.2Xt71 + Ex,t

(48)
Ye = \/|Xt—1‘ + eyt

donde e, +,¢, ¢ ~ N(0, 1).
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Ejemplo en R

Consideremos una relacién no-lineal entre las variables aleatorias X y Y:

Xt = 0.2Xt71 + Ex,t

(48)
Y= \/|Xt—1‘ t eyt

donde e, +,¢, ¢ ~ N(0, 1).

Se simulan estos procesos, descartando las primeras 200 observaciones:

>library(RTransferEntropy)

set.seed(12345)

n <- 2500

x <- rep(0, n + 200)

y <- rep(0, n + 200)

x[1] <- rnorm(1, 0, 1)

y[1] <- rnorm(1, 0, 1)

for (i in 2:(n + 200)) {

x[i] <- 0.2 * x[i - 1] + rnorm(1, 0, 1)
y[i] <- sqrt(abs(x[i - 1]1)) + rnorm(1, 0, 1)
}

x <= x[-(1:200)]

y <= y[-(1:200)]



T T
0z

T
P

x0

x0

®1

x1



>library(future)
>plan(multiprocess)
>shannon_te <- transfer_entropy(x, y)

Shannon’s entropy on 8 cores with 100 shuffles.
x and y have length 2500 (0 NAs removed)
[calculate] X->Y transfer entropy

[calculate] Y->X transfer entropy

[bootstrap] 300 times

Done - Total time 5.32 seconds



>summary (shannon_te)
Shannon’s Transfer Entropy

Coefficients:

te ete se p-value
X->Y 0.014734 0.011276 0.0011 <2e-16 ***
Y->X 0.003250 0.000000 0.0013 0.4367

Signif. codes: O “***’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ °> 1

Bootstrapped TE Quantiles (300 replications):

Direction 0% 257, 50% 75% 100%
X->Y 0.0007 0.0023 0.0031 0.0039 0.0084
Y->X 0.0010 0.0024 0.0031 0.0038 0.0074

Number of Observations: 2500

9

9bootstrap: with enough data the empirical distribution will be a good approximation of
the true distribution



Ajustando un model VAR

>library(vars)

>varfit <- VAR(cbind(x, y), p = 1, type = "const")
>svf <- summary(varfit)

>svi$varresult$y



VAR no revela la dependencia no lineal de Y sobre X

Call:
Im(formula =y ~ -1 + ., data = datamat)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.6282 -0.6811 0.0170 0.6941 3.5409

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
x.11 -0.004120 0.020498 -0.201 0.841
y.11 0.006781 0.020016 0.339 0.735
const 0.795104 0.026262 30.276 <2e-16 *xxx*

Signif. codes: O “***’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ °> 1

Residual standard error: 1.041 on 2496 degrees of freedom
Multiple R-squared: 6.218e-05,Adjusted R-squared: -0.000739
F-statistic: 0.07761 on 2 and 2496 DF, p-value: 0.9253
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Economia interna y su lugar en la economia global

iHasta qué punto se puede utilizar la transferencia de entropia para medir las
sefales econdmicas y financieras tanto dentro como entre los paises?

192 observaciones mensuales (1990s, 2000s)
5 variables macroeconémicas:

>

>

1.

o AW

Consumer price index (CPI)
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. Trade balance (TB)

18 paises (G20)

objetivo: establecer una red de influencia econémica internacional.

Justificacidén: Entender que tan estable y sustentable es nuestra sistema
socioeconémico.

Resultado 1: Los paises occidentales son globalmente los mas influyentes.
Japon ha perdido influencia después de la crisis financiera de asia en
1997.



Economia interna y su lugar en la economia global

iHasta qué punto se puede utilizar la transferencia de entropia para medir las
sefales econdmicas y financieras tanto dentro como entre los paises?

>

>

192 observaciones mensuales (1990s, 2000s)
5 variables macroeconémicas:

1. Consumer price index (CPI)

2. Industrial production index (IPI)
3. Exchange rate (XR)

4. Stock market index (SMI)

5. Trade balance (TB)

18 paises (G20)
objetivo: establecer una red de influencia econémica internacional.

Justificacidén: Entender que tan estable y sustentable es nuestra sistema
socioeconémico.

Resultado 1: Los paises occidentales son globalmente los mas influyentes.
Japon ha perdido influencia después de la crisis financiera de asia en
1997.

Resultado 2: La influencia es transmitida mds significativamente entre los
paises europeos en comparacién con Asia y America.



10 Kim, G. Kim, S. An, Y.-K. Kwon, and S. Yoon. Entropy-based analysis and
bioinformatics-inspired integration of global economic information transfer. PloS One,
8(1):e51986, 2013.
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importante de los efectos inducidos que otros paises sienten como
resultado de la crisis econémica interna de un pais.



Moraleja

» Entender tanto la fuerza como la direccién de indicadores
macroecondmicos en un contexto internacional proporciona una visién
importante de los efectos inducidos que otros paises sienten como
resultado de la crisis econémica interna de un pais.

> Nos promete el uso de una herramienta no-paramétrica (model-free) que
colabore en la siguiente evolucién de la teoria econdmica, en su anélisis y
modelacidn.
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el marco de referencia de HME.



Economia conductual
La economia conductual argumenta que las estrategias de inversién en la
bolsa han olvidado el importante factor humano por enfocar su andlisis desde

el marco de referencia de HME.
> Si los precios son correctos = no se puede generar ganancias del
comercio en la bolsa.
pero en este caso, la implicacién inversa no es verdadera:
» Si no se pueden generar ganancias del comercio en la bolsa #- los precios
son correctos.
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Datos Twitter

» N = 20 paises
> T = 166 dias (2014)
» Procedimiento para obtener series de tiempo:

1. "#SP500 closed near the lows for the week. Expecting more downside
Monday. $SPX"

2. tokenization — {SP500, closed, near, the, lows, for, the, week,
Expecting, more, downside, Monday, SPX}

3. stemming — {sp500, close, near, the, low, for, the, week, expect,
more, downsid, monday, spx}

4. scoring — Harvard IV dictionary: 8,000 palabras, 182 categorias.

categorize — {0, 0, 0, 0, negative, 0, 0, O, O, O, negative, 0, O}

: __ positive—negative __
6. polarlty " positive+negative 1

o



Datos Twitter

» N = 20 paises
> T = 166 dias (2014)
» Procedimiento para obtener series de tiempo:

1.

No o~

"#SP500 closed near the lows for the week. Expecting more downside
Monday. $SPX"

. tokenization — {SP500, closed, near, the, lows, for, the, week,

Expecting, more, downside, Monday, SPX}

Stemming — {sp500, close, near, the, low, for, the, week, expect,
more, downsid, monday, spx}

scoring — Harvard IV dictionary: 8,000 palabras, 182 categorias.
categorize — {0, 0, 0, 0, negative, 0, 0, O, O, O, negative, 0, O}
polarity = % =-1

Pk (t) — promedio diario de polaridad para cada pais k al dia t
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> N = 40 paises; T = 217 dias (2015-2016).

Ehe New Work Bimes | hitp/inyti msi24NJoxs
AMERICAS

Dilma Rousseff Was Not Impeached,
Legal Scholars Say

By RICK GLADSTONE and VINOD SREEHARSIIA  MAY 12, 2016
Bralians and many olhers are ransfixed over the impeachment
proceedings against Dilma Rousseft, Brazil's first female president. But
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> Sea un ensemble del tipo C = WW!/T , donde W = £}/2W, £ es una
matriz definida positiva, y Wj; ~ N(0,0?) i.id. = C =¢

» Suponga que la matriz WV se construye mediante dos matrices aleatorias
A and B

(A [ AAY ABt _ [ éaa &as
W_<B>:>C_<8At BBt):E_(fsA 8B (49)
> Se desea comparar la densidad espectral bajo la hipétesis nula:

éan = Inxn, €8 = Lyxm, and {ag = 0.
» Para esto, se decorrelacionan las matrices individualmente:

A=A B=¢5"B=n=AB"/T = =" thsts"

» En el caso que 7 es diagonal con el elemento n; = ¢, (i = 1,..., N)
(constante en promedio), el contorno del dominio del espectro esta dado

por una elipse desplazada: [Xa(cl(itgz)]z + Q(I{QCQ)Q =1, donde @ = T/N.

1Vinayak and L. Benet, Phys. Rev. E 90, 042109 (2014)
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Transferencia de Entropia como red dirigida

Un grafo es un par ordenado Se definié relative out node degree
G(V,E), donde V representa nodos, como la razén de las aristas que salen
y E aristas. de los nodos de polaridad respecto a

los de retorno:

ND,:(polarity)/ND,,:(returns)
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