Modelo Factorial para Datos Funcionales

Workshop on Econometrics and Data Science, 2018
Universidad Auténoma de Nuevo Ledn.

Israel Martinez-Hernandez
Postdoctoral Fellow at KAUST,
israelmat@cimat.mx
israel.martinezhernandez@kaust.edu.sa

alllaic cllall aealy r_g:,.
<D Abf e & STATISTICS
= ing Abdullah University of ) QKAUST
\ Science and Technology

Israel Martinez-Hernandez Dynamic Factor Model



Marc G. Genton's Research Group: Spatio-Temporal Statistics and
Data Science
https://stsda.kaust.edu.sa/Pages/Home.aspx

Israel Martinez-Hernandez Dynamic Factor Model


https://stsda.kaust.edu.sa/Pages/Home.aspx

Outline

Modelos Factoriales Multivariados

Introduction to Functional Data

Modelos Dindmicos Factoriales para FTS
Estimacién
Ejemplos

Israel Martinez-Hernandez Dynamic Factor Model



Modelos Factoriales

> Los modelos factoriales describen una coleccién de variables
aleatorias (por ejemplo encuestas) a través de un ndmero
pequeino de variables, llamadas factores.

Covarianza tot= Cov compartida + Varianza especifica + Varianza de
errores de medicién
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Modelos Factoriales

Sea (X1, X2,...,Xp) un vector de variables aleatorias
correlacionadas

X1 =Auh+ A h+- -+ Aukfk+ e
Xo = donfi + Ao+ + Ao + &

Xo = Ap1fi + Ap2fo + -+ Apific + €

reescribiendo
X=Af+e

donde k << p, Cov(f;, f;) = 6;i—jy y Cov(fi, &;) = 0. Los
parametros \;; son llamados pesos factoriales o factor loadings, f;
los factores, y )\,-Tf es llamado como los componentes comunes.
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Modelos Factoriales

Asi, la varianza de cada variable aleatoria X; se puede escribir como

Var( Z )\2 + ¢Ia

donde 1; es la vairanza de e;.

De igual manera, la covarianza entre dos variables leatorias es,

k
COV(X,',)(j) =0jj = Z )\,‘/\j.
i=1

Por lo tanto, la matriz de covarianzas X' del vector de variables
aleatorias es

Y =AAT +W.
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Modelos Factoriales

Existen dos tipos de modelos factoriales:

1. Los factores son observables: factores economicos.

El modelo de Fama & French;
Indican que el exceso del retorno esperado de una cartera se
puede definir por tres factores

r=rr—+ ﬁl(rm — I‘f) + BQ(SMB) + 63(HML) + ¢,

donde r = exceso de retorno esperado
Los factores son, ry, — rr, SMB 'y HML.

En este caso la esitmacidn puede ser obtenida a través de
minimos cuadrados.

Ver Fama, E. F.; French, K. R. (1993)
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Modelos Factoriales

2 Los factores son varaibles aleatorias latentes, i.e., no se
observan.

Para este enfoque, los metodos comunes para extraer la
estructura de los factores son:

» Andlisis Factorial,
» Andlisis de Componentes Principales (PCA) o,
» Maxima verosimilitud bajo supuestos distribucionales.
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Modelos Factoriales Dinamicos

Que tal si los datos observados son series de tiempo, i,e., cada
componente del vector aleatorio X; = {x;;; t € N}.

Series de tiempo

—— RGNP (Billions)
—— Consumer Price Index

15
1

10
1

1960 1970 1980 1990 2000 2010

afios

En este caso los factores f; tambien dependen del tiempo; f;; para
i=1,2,--- k. Ademas estos factores tienen una dinamica a
través del tiempo.

Israel Martinez-Hernandez Dynamic Factor Model



Modelos Factoriales Dinamicos

X1t = Aifie + Aofor + - -+ Aifur + €1
Xpt = )\plflt + )\p2f2t + -+ )\pkfkt + ept

reescribiendo para cada i

Xit:)‘int_{'eitv tZO,].,"',T.

» Los factores f; pueden ser tales que
A(L)ft = Ut.

donde A(L) es un polinomio de operadores de retardo. Por
ejemplo, f; puede ser un VAR(p).
» Los factores f; pueden ser no estaionarios; con raiz unitaria.
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Modelos Factoriales Dinamicos

Sea Xi - (XI'17XI'23"' 7)XiT)/v F = (fla”' 7.fT)/ Yy
A= (AL, A).

Vamos a escribir como

!

» Xp)s

X = (X1, X5, , X,

la matriz de observaciones. Cada componente de la serie estd en
columna. Asi
X=FA+e,
(T xp)=(T xk)(kxp)+ (T xp),

Los parametros a estimar son Ay F.
Supuestos:

> FF/T =1l
» A’ A es diagonal.
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Estimacién via Componentes Principales

Dado k, el método de componentes principales consiste en estimar
los parametros, resolviendo el problema

Sujeto a las normalizaciones anteriores. Obteneindo asi

» FkK = /T x matriz de eigenvectores correspondinetes a los
. . . !
primeros k eigenvalores mas grandes de la matrix XX .

» AK = FKX/T

Cualquier otra rotacién de F¥ es también una solucién

Ver Bai, J. and Ng, S. 2002. Determining the Number of Factors.

Israel Martinez-Hernandez Dynamic Factor Model



Estimacién via Componentes Principales

Y que tal si los facores son no estacionarios, por ejemplo

ft = fe—1+n,

y entonces lo que se observa es
= D + N fr + ¢
Xit = Dit + Aj Jt + €ir,

incluyendo una tendencia deterministica Dj;.

Mas aun, se puede tener que algunas componentes de los factores
son estacionarias y el resto no estacionarias.

Existen resultados en la literatura. Ver la tesis doctoral de Fancisco
Corona
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Datos Funcionales

» 2 w—x,eR

» 2 w—x(s)eH
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Ejemplos de datos Funcionales

Mediciéon de alturas de persona
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Height (cm)
3

100
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Age (years)
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Ejemplos de datos Funcionales

Datos de manuscritos
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Variable Aleatoria Funcionales

Sea H el espacio de todas las funciones continuas en [0, 1],
H = {f:[0,1] = R; f es continua}.

Definamos el producto punto (-, -) de dos funciones f y g en H
como

1
(F.g) = /O f(s)g(s)ds

Una variable aleatoria funcional es una variable aleatoria que toma

valores en H,
X: 02— H.

Si el primer momento existe, la media es definida como el tnico
elemento 1 de H tal que

E((X,z)) = (i, z), for all z€ H
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Variable Aleatoria Funcionales

Sea X una variable aleatoria funcional con segundo momento finito
y media cero. El operador de covarianza de X es definido como

C:H— H,
tal que
C(z) =E((X,z)X), forall ze H
- [ otu)z(u)a
donde o (v, u) = Cov(X(v), X(u)) (es una superficie).

Las funciones v(s) que cumplen

/U(u, s)v(u)du = Av(s)

son llamadas eigenfunciones y A eigenvalores
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Ejemplos
La curva azul representa la curve media.
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Ejemplos
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Serie de Tiempo Funcional

Una serie de tiempo funcional es una sucesién de variables
aleatorias funcionales {X,, —oco < n < oo}

(rav;

En este caso, tenemos que el operador de covarianza con lag h es
(asumiendo que la media es cero)

CXH7Xn+h(Z) =E ((Xn, z)Xptn), forall zeH
= /Uh(u, z(u)du
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Ejemplos de Series de Tiempo Funcional

Anilisis espectral de electroencefalogramas
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Ejemplos de Series de Tiempo Funcional

A partir de un proceso estocastico continuo

Hourly CO2 (53 days)

Log(CO2)
60 61 62 63 64

T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200

hr
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Datos Funcionales

Los datos funcionales se relacionan con:

» Altas dimensiones.

» Estrutura temporal, estructura temporal.

» Alta frecuencia.
» Big Data.
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Concepto de Estacionariedad

Una serie de tiempo funcional, {X,, —0o < n < oo} se dice que es
estacionaria si

> E(]| XA]1?) < o0
» E(X,) = u, es decir, no depende de n

> Cx,ipXomin(2) = Cxy Xm(2), z € H paratoda m,ne€ Zy
h > 0, es decir, solo depende de h.

Si {X,} es una serie de tiempo funcional estacionaria entonces,
para cualquier v € H diferente de cero se tiene que

{{Xns v) }n,

es una serie de tiempo univariada (escalar) y es estacionaria.
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Estimadores

supongamos que observamos una serie de tiempo funcional
estacionaria, {Xi,- -, X,}. El estimador de la media es definida
como

X 1 ¢
As) = 1 D Xi(s),
i=1
y el estimador del operador de covarianza como

n—h

A 1

Ch(Z) = m Z<Xi,Z>X,‘+h.
i=1

Consecuentemente los estimadores correspondientes a las
eigenfunciones,
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Modelos Dinamicos Factoriales para FTS

La idea de un modelo factorial para datos funcionales es representar
a los datos a través un numero finito de variables aleatorias,

X, ls) XN (s)

Se quiere describir la dindmica con series de tiempo univariadas y
se suponen que estos no son observados.
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Modelos Dinamicos Factoriales para FTS
Sea X = {X,(s); s €[0,1], n=1,2,..., N} una serie de tiempo
funcional.

X sigue el modelo functional factorial (FDF) si

K

Xn(s) = Z )\i(s)fn,i + €n(5)7 (1)

i=1

» tal que paracadai=1,...,K, fi={f,i,n=1,...,N} es
una serie de tiempo univariada

> COV(f,‘,fj) =0 1'75_/',
>
/)\,’(t))\j(t)dt = 5{j:i}'
> Los errores e,(s) se asume que estan definidos en el espacio
ortogonal a span{A, -, Ax}.
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Algunas Propiedades
Si X sigue el modelo FDF, entonces

> La media del datos funcionales cumple

K

E{Xa(s)} = > Ni($)E(fa) +Efen(s)}

i=1

» El operador de covarianza cumple

ZIE N @\ + C..

Asi, esta bien definida.
» Para h > 1,

K K
Ch = Z Cov(fni, fopni)\i @ A\j = Z Yilh)Ai @ A

i=1 i=1
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Estimadores

Sea X(t) una variable aleatoria funcional. La solucién {Vj}szl del
problema de optimizacién

K
argmin & <||X — Z(X,Zi>2i|§> ;

i=1
son las eigenfunciones del operador de covarianza C, i.e.,

K

X(s) =D (X, vipvi(s) + €(s).

i=1

» La expansién de Karhunen-Loéve,

[e.9]

X(t) =) (X, A)vi(t).

i=1
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Ejemplos

Asi, un estimador para las funciones \(s) (loading factors), puede
ser definido como

A=V
o alguna rotacién de estas. La estimacion de las trayectorias de los
factores se definen como

fi = {(X1, 01), (Xa, 1), -+, (X, 1)}

Luego se puede ajustar un modelo ARMA(p,q) para cada f; y a
partir.

El numero de factores K puede ser estimado usando por ejemplo el
criterio de infromacién de akaike (AIC). Sea K el estimador que
minimiza AIC.
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Ejemplo via Simulacién

Simulamos el modelo
Xn(s) — )\l(s)fin + )\2(5)'(2n + 5n(5)7

donde
» A\1(s) =sin(27s) y Aa(s) = cos(27s), con s € [0, 1].
> fin = 0-67t-l,n—1 +Nin Y fon = _0-6f2,n—1 + N2n

> cp(s) estd generado en términos de la base de Fourier exepto
las tres primeras componentes de la base.

El tamafo de muestra considerado es N = 200, es decir se simulan
n=1,2,---,200.
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Ejemplo via Simulacién
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Ejemplo via Simulacién

X(s)
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Ejemplo via Simulacién

X(s)
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Ejemplo con Datos Reales
Datos de HadCRUT4 de 1880-2016

Year: 2016

Latitude

Israel Martinez-Hernandez
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Ejemplo con Datos Reales
Datos de HadCRUT4

Year 1880

value
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00 o1
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Ejemplo con Datos Reales
Estimadores
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